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I. 
Bestimmung der Differentialinvarianten der G,.- 
Es ist vorgelegt die größte irreduzible Gruppe von Berüh- 
rungstransformationen der Ebene, welche zehngliedrig ist und 


(nach Lie, Transformationsgruppen II p. 433) folgendermaßen 
lautet: 


4 


p xza+g azagtad zp—yd Yo+sy?g ap+2ygtYg 
Go=|y-Ry)p—zrya—yy da Sup+axyga+ygq’ 
yzRy + Way )at+ Way — sry) 


und zwar ist für das daselbst stehende 2 hier y und für % hier 
y' gesetzt worden. Es bedeutet nun: 


EA "ai of ‚_dy 
nl. 77, 1 zy Yner 


Die charakteristischen Funktionen dieser IO infinitesimalen Trans- 
formationen berechnen wir nach der Formel: 


VG-y5—n. 
Da es auf einen Zahlenfaktor nicht ankommt, so lauten sie: 


rg xy — 2Y 


wen I xy’)? ; 


ay %Y 
e(y— 32y‘) 


ai 8 
[4 (y get 32y') 


W 


Daß unsere zehn infinitesimalen Transformationen in der Tat eine 
Gruppe bilden, zeigt sich darin, daß allgemein gilt: 


10 
(X, X,) - >: Gr; (f) ® 
1 


1* 


G. Nor: 


Wir finden: 


fr 


ar )i x 


Sy: REST x — ı x 


(X+X) 


HE 
T 


Wenn wir nun die Differentialinvarianten der Gruppe Go be- 
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stimmen wollen, so müssen wir die Transformationen erweitern. 
Dies geschieht bekanntlich nach der Formel: 


_dy ia "U (n+1) oU 
Nn =. a de 


Hierbei stellt n, den Faktor von g® dar, oder von ee Wir 
Y 


werden nun aber nicht gleich unsere ganze zehngliedrige Gruppe 
erweitern, und dann die Differentialinvarianten zu bestimmen 
suchen, sondern wir gehen zunächst von einer Untergruppe aus, 
suchen deren Invarianten, und benutzen dann den Satz, daß die 
Differentialinvarianten der ganzen Gruppe Funktionen sein müssen 
der Differentialinvarianten der Untergruppe. Das Schema der 
Klammeroperation zeigt uns aber, daß wir folgende Untergruppen 
benutzen können: 


6,:P 

G;:p @xa+0' q 

G,:p za+a' a zeatxg' 

G;:p 2a+q a zatagd pP —y'q’ 

G,:p aa+a' a zeatza ap—y'a’ yp+%5y”g 

G7:p @a+g a zeatrg’ ap—ya yot+zy’a ap+2yga+Yyq- 
Außerdem überlegen wir, daß, wenn wir eine Differentialinvariante 
und ein invariantes Bogenelement gefunden haben, die übrigen 
Differentialinvarianten. der Gruppe damit bestimmt sind. Das 


invariante Bogenelement finden wir aber, indem wir bei der Er- 
weiterung auch de = « mit berücksichtigen. Es wird dann: 

0% | 

3: == dE. 


Ist I die gefundene Differentialinvariante der Gruppe, und do 
das resultierende Bogenelement, dann ist: 
d"I 


do” 


n 


auch eine Differentialinvariante der gegebenen Gruppe. Natürlich 
wählen wir als / die niedrigste Differentialinvariante, die vor- 
handen ist, um die Rechnung so einfach wie möglich zu gestalten. 


Wir schreiten jetzt zur Bestimmung der Invarianten. 


6 G. Norsk: 


Die eingliedrige Untergruppe: 
P 
liefert bei der Erweiterung nichts, und die Gleichung: 
() Dahl 
sagt nur aus, daß unsere gesuchte Invariante frei von x sein muß. 
Die dreigliedrige Untergruppe: 
p at q 


liefert bei der Erweiterung auch nichts, und die beiden neuen 
Gleichungen: 


(2) q=0, (3) 0, 


die sich daraus ergeben, sagen nur aus, daß die gesuchte In- 
variante auch von y und y’ frei sein muß. 


Die viergliedrige Untergruppe: 
pP ara a gegatag 
liefert als neue Gleichung: 
sgtagd+g’—0, 

oder wegen der Gleichungen (2) und (3): 
(4) 0. 
Die gesuchte Differentialinvariante ist also auch frei von y”. 

Die fünfgliedrige Untergruppe: 

pp aa+q a zegdtıg wm—ya 

muß bis zur vierten Ordnung erweitert werden; dann können wir 


2+4—5=1 Invarianten erwarten. Wir erweitern zugleich 
in bezug auf « und erhalten die neue Gleichung: 


xp — yq’ PER 2y’d. El 3y"gd” ER 4 yIVgIv 4 6 e N 0, 
oder wegen der Gleichungen (1) (3) (4): 
‚m „ 0 
(5) 3y7d +aypVg ud - 


Wir bekommen das simultane System: 
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Unsere Invariante lautet daher: 


IV 
K,= 


EVEN) 
und als invariantes Bogenelement finden wir: 
do I y"% e da. 
Nun haben wir aber oben gesehen, daß sich aus X, und do alle 


übrigen Invarianten unsrer fünfgliedrigen Gruppe berechnen lassen. 
Es ist: 


ÜK 
Kıcy Ei wat enn 
dK, Yy ; Y 
na, 5 Ki us 
allgemein gilt: h 
K,; ns - i=4..n 
Y 3 


Die sechsgliedrige Untergruppe: 

pp aatd a zarte m—ya yo+zy’a 
liefert bei der Erweiterung bis zur fünften Ordnung und in bezug 
auf & die neue Gleichung: 


up 4 Ay’!g ER y’rg” N 3y’y7g Be (Ay yIY er 3y)giY u 
„ ‚m „ [7 
— (öy’yY + 10y”yY)gY + ay z =, 
oder, wenn wir hierzu die mit 9” multiplizierte und bis zur 


fünften Ordnung erweiterte Gleichung (5) addieren und außerdem 
die Gleichungen (1), (2) und (4) benutzen: 


(6) 3y’?gV d 104’ yIY gY 0) 
Jetzt führen wir die X und dw als neue Größen ein: 
: of CH Re 
(6’) Er ea 


Das simultane System: 


— nn 
per Ben 


liefert uns als niedrigste Invariante unsrer sechsgliedrigen Unter- 


gruppe: 
L=5R—3K,, 


8 G. Nor: 


während das Bogenelement dasselbe bleibt, wie in der fünf- 
gliedrigen Untergruppe: 


do=y”"".da. 


Die übrigen Invarianten lassen sich wieder aus ZL, und do be- 
rechnen: 

dL, _ 
do 


=10K, (BR —-43K)-3(K, —3K,E,), 
in. — — 0x TUER,R 9%. 

Ebenso wird: 

L, = 35 K! — 105 K?K, +63 K,K,— 9K, 

L,=840K5—630K? K,— 630K? K,+315K,K?+252 K,K,— 27K, 

L,= — 5775 Kö + 11025 KtK, — 630 KR, — 4725R?R? — 

— 1134 K?K, + 1134 K,K,K, + 324R,K,— 27 K, usw. 
Die siebengliedrige Untergruppe: 
» cr gar na 

YVahsvy.g cn ka 


liefert bei der Erweiterung bis zur sechsten Ordnung und in bezug 
auf & die neue Gleichung: 

xp a 2yga-ty' q Ra 2yNgNV — 3yYqY 58 ayYigvi tal =o, 
Nun st p=0g=0g’=0. Addieren wir (5) zu dieser Glei- 
chung, so erhalten wir: 


(7) ya ty ya’ + ya = 0: 
Hierin führen wir die K und do als neue Größen ein: 
‚ u - ie 
Führen wir endlich noch die Z ii so folgt: 
Z of of of 
(7”) 2 5 AU nr er 0. 
Das simultane System: i 
db, _ dl dkde) 
2281200. da 


liefert als niedrigste Differentialinvariante unserer siebengliedrigen 
Gruppe: 
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_D 
1 
und als invariantes Bogenelement: 
dso— L”:deo. 
Wir finden weiter: 
dLl dL 
7 RE NE I pa 
aM, ___' da same, „a wa 
do 21? Br Brass Bee 72 
Allgemein gilt: 
L. 
M,;, = 1 2 n 
Be 


Die zehngliedrige Gruppe: 

p aa+d a zRatrd —Yyd Yotzy’a wP+2yatyd 
Yw-ay)p—zay’a—gy’d zer tayat ya 
year N)at+ wu + zry)g’ 

liefert bei der Erweiterung bis zur neunten Ordnung und in bezug 


auf & die drei neuen Gleichungen: 


PRERH, ’ ‚ 


Y-ay')p gay a 39 7 W’y"— au" )a’— W'y 
—32y"y)gd” — vu —2yy" — 304"? — Lay'yY) N — 
— (y’yY — By yN — By”? — Bay’y — 1024” y'Y) gqY Ir 
u Iyy? — 25 ya — Gayy— Iday”’y’ — 
= 102y!Y?) gr er (yyıYT— 14 y’yYT— 49 I Me 55 ya 2 
(A)!_7 a 2 ay E35) (yyrı — 
—20yyT—84y"yYT—154yYgY— Bay" yY IH 280" yYI— 
a6 xy yY! er xy‘ ?) gt = (y’yX Se HERR Ak Fi 
— 132 yyYT — 294 yIY yYT — 189 yY? — Y9ay'yAao— 


‚Mm 


nr} 360 yyYH— 8AanyYyYE— 126 2yYyY I) gR — any” 1 =0, 
+ 0°p 48 zyg er yq’ Bi (2y” — y') Re 20y”g”” BR (2y”+ 
+ 3x2y'Y) eV IR (5 yıv a 4ayY)gY 2% (9 yY a 5 0yYF) gyi_ 
(B)I — (14 yVI + Hay) YET — (90 yYU 4 7 ayvn) vn _ 


— (27 yYYE + 8ayR)ga+ an 2 0. 


10 G. Norte: 


(ty) p+ Pay d)a+ u gay) a — 
—(ayy ty?) a" — (yy” Hey y"—gRry VIE 
— (2yyY + 2y'y” + ay'yV — 2 uy’y” — 20ryyN — 
— 30242) a — (ByyY + 5y’yY + ay’yY — Say yY — 
— 5y"?— Say" yV —5aryy9)gY — (dyyT + IyiyY — 
—5y" + ay'yYT — Iay'y — 2Sayy) Bey 
— Bay — 502 ylV 9) I (ByyYT+ 1ayy—35yTyY + 
(©) + ay yE—14ny" y—49ay y— BdaylV 3 TyyVO— 
— A 2" VE — 35 22V yV)gYIT — (6 yyVET 4 20 yyıa 
— 844" yY — 70yY? + ay'yYTT— 200y7 yY’I— 8AoyyYT— 
— 1540yVyY — Andy" ya 1402y' yNE 98 ayV yI— 
—» “2 yN?) gyu _ (7 yy& + 27 yyyıı 168 y” y’ ” 
— 378 yYyY + ay/ ya — 27 0y’ yYT — 132 ay YO — 
— 294 2yY yYT — 1890? 2 0y yR — 18 02yyE— 


— 42 aylV yYIT 63 02yYy gr + aly — ty”) e =, 


Diese drei Gleichungen lassen sich nun bedeutend verein- 
fachen. Zu diesem Zwecke müssen wir die andern infinitesimalen 
Transformationen auch bis zur neunten Ordnung erweitern; be- 
rücksichtigen wir, dß p=0,q=0, qd’=0,g”=0 ist, 
geben (5) (6) (7) bis zur neunten Ordnung erweitert: 
27a +4 Te +5 at + 


m VIII ‚VIII IX „IX of 
| a ee ee 


3 y 27 + 10 y’yWUaF + (15y”y’ + 10 ya + 

(VI) a (2lgmy Toy yY)a' + (28yT yEzpoee 

+35 yY2)gVEI4 (36 y’yVIEL BAylYyVEEL 126 yYy)gE—O 

u | ya” tyVglV HyVgY yVIgVIL yVERgVILL yNIEQVIIEL 

+ ar =0. 

Addieren wir zu (B) die mit x multiplizierte Differenz der 
Gleichungen (V) und (VII), so erhalten wir: 

(9) 2y” a + 5ylYgY Lt 9yVgVlt 14yVIgYIT4 90 yVgVIL 
+ 97 yPIOgIX —Q. 
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Addieren wir zu (A) die mit —y” multiplizierte Gleichung (9), 
die mit — x multiplizierte Gleichung (VT), die mit — xy” multi- 
plizierte Gleichung (V) und die mit %° multiplizierte Gleichung 
(VII), so geht Gleichung (A) über in: 
By’? + 2By”y IV get (49 y’” yY +35 yıN?) rt 
(8) | +(&4yyYT + 154 yYyY)gYTT + (132 yyYT4+ 29 yVyNT+ 
+I18I yR) = 0 


2 
Addieren wir endlich zu (C) die mit 5 multiplizierte 


2,7 

Gleichung (VI), die mit — “I multiplizierte Gleichung (V), die 
mit — x multiplizierte Gleichung (8), die mit y’ — xy” multipli- 
zierte Gleichung (9), die mit xy’ multiplizierte Gleichung (VII), 


und die mit y multiplizierte Differenz von (V) und dem Doppelten 
von (VII), so erhalten wir: 


(10) 54" ?gVE+ 35 y’yIV VE (8497 yV +70 ylW 2) YET + 
+ (168 yyYT+ 378 YYyN)gE = 0. 
Wir haben es jetzt nur noch mit den drei Gleichungen (8) 


(9) (10) zu tun. Führen wir die K und dw als neue Größen 
ein, 80 De wir: 


(8) + 25 Kur 2 +(49 K,+55 


+(84 K,+154K EL L HaB0K+ 294 K,K,+ so —0, 


2 -+ 14, oa Lorclno, 


{ of 
Dt Zi "a e® oR, > 


(10°) 5 +35 B,, Lu Tod + (168 K5+ TER, 


Führen wir jetzt die L in diese drei Gleichungen ein, so 
nehmen sie folgende Form an: 


(&") 55 +01, +84, + (182, 1892) 1.=0, 
(9°) 5K, zT; H —3L, 5408, Lsr +(70I2+4L, EAN 
" I,+841,1,— 132 K,L,+ 189 K,?) . 2, 

(10”) 2. +84 EIER N 


1 dL, 2:92," 


12 G. Norte: 


Addieren wir zu (9°) die mit X, multiplizierte Gleichung 
(8”), so ER erstere über in: 


(9") 32,77, + (to Han + (82,4 84L Wa —0. 


Führen wir endlich“ noch die. Mr und de als neue Br 
ein, SO jene wir: 


(8) 150,57 +0, + 98) +(25 M, + 168 Ma 
ee che de 


Hape + (4M, + 70) 7 nn +8M, + 84) a 


=(, 


(10””) ee A 1, +56, 0. 


(10°) liefert uns das simultane System: 
_ dM, _dM, _dM, _ dM, _ d(do) 
Bye 0: BE 0 
mit den Lösungen: 


M,de N=834M,+5M, ,—-28M+5M,. 


„m 


Diese Größen führen wir in . und (9) ein, und erhalten: 


of 

(81V) 20 M, + 98) zur, De + 
OR 
+ (30. N, + 1320 M, — so) Ir —5d0 4050, 
Iv sr 
(9'Y) (20m, + 98) gr +3N ar —0. 
(g!Y) liefert uns das simultane System: 

dm, dN, _dN, _de(de) 

OF) ROM 08 IB), aD 


mit den Lösungen: 
M,;,, do, P=3N?—4N,(10M, + 49). 
Durch Einführung dieser Größen geht (81V) über in: 
v 
(8°) (20 M, +99) + 


+ (50 P— 52800 M?— 183120 M,+ 370440) © en 5do . —=0. 


Wir erhalten das simultane System: 
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dM, dp d(do) 


EEE mt Lin — — 0 


20M, +98 50P— 52800M? — 183120 M, + 370440  dde 
Dies liefert als invariantes Bogenelement: 
ds = (10 M; + 49)". do 
und als niedrigste Invariante der zehngliedrigen Gruppe von 
Berührungstransformationen: 
5 P+ 5572 (10 M, + 49) — 264 (10 M, + 49)? 
ER (10 M, + 19) 
Oder, wenn wir / ausdrücken in den Invarianten der sieben- 
gliedrigen Untergruppe: 
15 (84 M;-+ 5 M,)"— (10 M;+ 49) (100 M;-+ 2640 My + 5600 47364) 
(10 M, + 49)": 
in denen der sechsgliedrigen Untergruppe: 
ds= (10L1,+ 49 LI?) . do, 
15(84 7, L,+5 1,” — (101,449 L}) (100 L,+ 2640 L, L5+ 560 L5+ 7364 L}) , 
(10. L, + 49 L})" 
in denen der fünfgliedrigen Untergruppe (abgesehen vom 
Faktor VB): 
ds = (175 Kt— 280 K?K, + T70K,K,+49K2—10K,)" do, 


während I ein Bruch ist mit dem Nenner (abgesehen vom 
Faktor 243): 


(175 K4 — 280 K?R, + 70 K,K,+ 49 K? — 10 K,)". 
und dem Zähler (abgesehen vom Faktor — 324): 
1225000 K10— 4900000 K3 K,+ 1225000 K!K,+6737500 Kö R?— 
— 175000 Kö K, — 2940000 KöK,K, — 3626000 KiK3 
+ 420000 K!K,K, + 367500 K{K? — 17500 K!K, + 
+ 1690500 K3K2K, + 94500 K’K,K, + 42000 K’K,K, + 
+ 689675 K?K# + 562800 K?K2K, — 705600 K2K,K? + 
+ 28000 K?K,K, — 31500 K?K,K, — 12000 K?K? + 
+ 695800 K,K?K, — 103950 K,K?K, + 142800 K,K,K,K, + 
+ 117600 K,K3— 7000 K,K,K, + 9000 K,K,K,— 360836 Kö+ 
+ 203000. K3K,— 235200 K2K?— 4900. RER, + 37800.K, K,K,— 
— 26400 K,K? — 16800 K?K, + 1000 K,K, — 1125 RE. 


I= 


14 G. Norn: 


Oder ausgedrückt in den y®: 
Dr rn (175194 — 980,’ yIY2yY + 


at 70 y 2 IV „VI 2 49y’2yNV 2 Ex 10 yy . da. 


I ist ein Bruch mit dem Nenner: 
(175 y1V4-280y yY2yY + 70y yo ryVI+ 49 yyN2—10y yYl)% 
und dem Zähler: 
1225000 yIY 1° — 4900000 y’yIY®yY + 1225000 4"? yEY TyYE + 
+ 6737500 y?yV 5yV2 — 1750007 Sy Vo yVEr —_ 
— 2940000 y” ?yIY5yY yYE — 36260004” 3ylYtyY3 + 
a. 420000 y’" ty YA yV „Yu + 367500 yU ae RE 
+ 17500 y” ?yY ty + 1690500 y” ty Y 3yN yVE 
+ 94500 5ylV3yV yVIE 2 42000 95 ylVSyVLyVir 4 
+ 689675 y’tyIV2yY4 — 562800 y’PylV2yY2yV — 
— 705600 y>yıY2yYyV12 + 28000 yoyNayyyR — 
@ 7 31500 4" 6yIV 2yYIyVI — 12000 ul + 
+ 695800 y">ylY yY3yYT — 103950 y7OylYyV2yVEEE 4 
= 142800 y’ SylY yYyYIyy + 117600 ySyYyy23 a 
— 7000 y7yIV yVEyIR 49000 yTyEV yVELyVEIE 
— 360836 y”?yY? + 2030004” $yY 3yYIE — 23520047” &yY 2yV12 — 
— 4900 y" 7yV 2yIX 437800 y77'yY yYIyVEE_26400yTyYyVR _ 
— 16800 y’’7yVT2yVIE 4 1000 yyVEyIR — 1125 y’ SyvEnE, 


41: 
Die invarianten Differentialgleichungen der Ge 


Wir wenden uns jetzt der Aufgabe zu, die bei unsrer zehn- 
gliedrigen irreduziblen Gruppe von Berührungstransformationen 
invarianten Differentialgleichungen zu bestimmen. Wir benutzen 
dabei den Satz von Lie (Math. Annalen XXXII p. 219): „Sucht 
man alle, bei einer vorgelegten Gruppe B,(f)... B,(f) invarianten 
Differentialgleichungen f(xyy’ - - : y®) = 0, deren Ordnungszahl 
m nicht größer als r — 2 ist, so muß man die Determinante 
ZI em nn er Eh | bilden. Verschwindet dieselbe nicht 
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identisch, so liefern ihre Faktoren, gleich Null gesetzt, die ge- 
suchten Differentialgleichungen.“ 

In unserem Fall ist r= 10, also m <8 zu nehmen. Da 
?=0,q=0,q4=0,g”=0 ist, so erhalten wir gemäß den 
vorangegangenen Rechnungen folgende sechsreihige Determinante 
(siehe Gleichung (5)— (10)): 


3 y 4 yıY 5 yY 6 N 7 ya 8 yN 
0 3 y" p} 10 yyıYy 15 yyı+ 10 yıY2 21 Yy [Ada yN us 28 y "y VII sE 
+35 y!YyY +56 ylYyY!4+ 35y'? 


Be y’ ypV yY yvı yyu yyıu 
| 0 0) WAL 25yyıy 49 y"yY + 84yyYI+ 
35 y1V? +154y!YyY 
| OBAD sind yN. gyY 14yY! 20 yYH 
| 0) ) 0 5y"? 3öy”yN  8AyyY + 70y!Y? 
Subtrahieren wir von der ersten Zeile die mit 3 multiplizierte 
dritte Zeile, so erhalten wir: 
yıY 2.yY 3 yvı Ay 5 yYı 
B y: 10 y"yıy 15 yyr Ar 21 yyN ae 98 gr yıı -. 
+10y!Y? +35 y1YyY +56y!YyY!+35yY? 
I=y"- 0 5y 25 yYyıy 49y’yN 84y"yYI4 
; +35 y!Y? +154y!Y yY 
2 Yy 5 yıYy 9 yy 14 y\! 20 yıı 
| 0 0 54"? 354’ yIY 8AyyY + 70y1Y 2 
Jetzt subtrahieren wir von der mit 2 multiplizierten zweiten 
Zeile die mit 3y°” multiplizierte vierte Zeile, und von der mit 
2y” multiplizierten ersten Zeile die mit y!Y multiplizierte vierte 
Zeile. Das liefert: 
uyy yo yE9yN N Sy yYOT— 104’ JE 
—14y!Yy\! — 20y!Yy'H 
Ey" yY ERONTERROIN E ET A y yet 
41-—, +112yYyYE+70yV2. 
a er 25y”yıY 49y"yY + 84y”yYI+ 154y!YyY 
+35 y!V? 


) By”? By yıy 84yy' + 70y1Y2 


16 G. Norn: 


Wir addieren zu der mit 5%” multiplizierten ersten Zeile die 
mit 5y!Y multiplizierte zweite Zeile und die mit — 4yY multi- 
plizierte dritte Zeile, und zu der mit y”’ multiplizierten zweiten 
Zeile die mit — y!Y multiplizierte dritte Zeile und erhalten: 


| 30y' yYı— 40y ya — 50y"ryY. Sa 
Bi 1304” yYyY + — 70y yIyYI+ 
+ 10024} +20 


Dar . — 1964’ yY? | 
ayyY— 21 yyYyY— Ay u 
— 5y""yIV2 — 35 y!V? + 70 y”’y' ?— 154 y!Y ?yY 
sy”? 35 y”’yıY Ay FW ER 


Hierin addieren wir zur ersten Zeile die mit — 6%! multiplizierte 
dritte Zeile und zu der mit 5y’”” multiplizierten zweiten Zeile 
die mit 5y!Y? — 34”’yY multiplizierte dritte Zeile Dann er- 
halten wir: 


Ad=y" (1T5yYt— 2804 yIY2yY + 704’ 2yIV yYIL 494” av a _ 104’ ?yY) 3 
100 yıYy 92 1304" yYyY 40y ?yy I — 280y"yY yYI4+ 210y1YyY — 1964" yY? 

| y 7 
Es wird daher: 

dee 4 (TS yY— 280,” yıYayV —- 70y"?yYyNI4+ 49y"" 2yY Br 104" ?yyn2. 
Wir erhalten also als invariante Differentialgleichungen: 

y”=0 

und: 

175y!tt — 280,7 ya yY + 70y7 2 yVI4-49 yvry®— 10y?yJIz 0. 


Die invarianten Differentialgleichungen höherer Ordnung bestimmen 
sich durch Gleichungen von der Form: 


WERTET ER 
Da wir aber die Z, berechnen können, so können wir auch die 


invarianten Differentialgleichungen finden. So liefert uns die 


Gleichung: 
I = const. 


die invarianten Differentialgleichungen neunter Ordnung usw. 
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Ill. 


Bestimmung der Differentialinvarianten der Gruppe des linearen 
Komplexes. 


Wir betrachten jetzt xyy’ als Koordinaten im dreidimen- 
sionalen Raum und führen mit Hilfe der Transformation: 
= Yazy, A=y—zuy 
neue Veränderliche ein in die größte irreduzible Gruppe von Be- 


rührungstransformationen der Ebene, die wir oben behandelt 
haben: 


eg  Vemaeyp-+ 34 °g 

ep+2ya+ya Y—-ay)p—zeya—3Yy 7 

sep+taxyg+yg’ 
erg) ar wu — ray) d'. 
Alsdann wird, wenn wir nn durch r, bezeichnen: 
pP=m-3Yr, 4=rı, (Sin zen 
oder, gemäß der obigen Transformation, die wir nach xyy” 
auflösen: 
=, y-ataıy Y2n: 

erhalten wir: 


= Bet GE es 3 - 
p=-Pm —Yrny 910: 4 7 FU 2 HıYı- 


Die Prarrsche Gleichung: 
dy—ydı=0 
geht über in die Gleichung des linearen Komplexes: 
da, ray ydzy=d, 
und die Gruppe G,, geht über in die projektive Gruppe des 
linearen Komplexes: 


pur gter 7. zo ey yn @p+ya+2er 
ep—y(ep+yga+er) zg+alep+yg+ter) z(@p+yg+ er), 


wo der Index 1 weggelassen ist. 
Beschränken wir uns zunächst auf Kurven, die dem Komplexe 
angehören, so muß gelten: 


KU TTE 


dz, + x. dy, — yda, = 0 


18 G. Noms: 
oder 
2, Fa ul: 
Wir können also z als eine Funktion von y, betrachten. Es ist: 


eh ad- 
Ebenso wird: 


1m HN ah Aa 
allgemein: 
= — (n = Dy) 
und: 


ya y = 2y ee 
Wir brauchen nur diese Werte der y® in die Differentialinvari- 
anten und invarianten Differentialgleichungen einzusetzen, welche 
uns die @,, geliefert ‘hatte, um die entsprechenden Invarianten 
der &,, zu finden. So wird die Gruppe des linearen Komplexes 
die beiden Gleichungen: 
yi=l 

und: 

1754" 280y’y yN +70y7yy +49 yy 2-10yy=0 
invariant lassen, wenn wir uns auf Kurven beschränken, die dem 


Komplexe angehören. Die oben gefundenen Differentialinvarianten 
der G,, nehmen für die ©,, folgende Form an: 


Ferner: 
5 ESTER » IV 
ni a „/ ge 
Y 
= 9 liefert: 
u? —3y’yV=0. 
Dies ist aber die Differentialgleichung, die bei der sechsgliedrigen 
Gruppe von der kanonischen Form: 
pP, 9 %d, 99, XP, pP 

invariant bleibt. Auf gleiche Art erhalten wir: 

x Eragcn 408% + 45,8, er IR, USW. 
Ferner wird: 


ET i=2..n, 
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oder: 
N RR By yy —40y tr 9y" N 
DAzES 5 ‚mg 8 ‚IV 3/2 
Bu EINE Y..) 


M, — 0 liefert: 
Ady"y" yıY Eu 40y”’3 Be 9,7’ 2yV ey 
Das ist aber diejenige Differentialgleichung, welche außer der 
Gleichung y” = 0 bei einer achtgliedrigen Gruppe invariant bleibt, 
von der kanonischen Form: 
p, 9, 29, 99, 2m, PB, p+ayg, ayp + Y°4. 
Ebenso können wir do, do, ds und I leicht angeben. 


Beschränken wir uns jetzt nicht nur auf Kurven, die dem 
Komplexe angehören, sondern suchen ganz allgemein die Differential- 
invarianten der Gruppe des linearen Komplexes zu bestimmen. 
Die Erweiterung geschieht nach den Formeln: 
ai ae 

dx da’ 


N BE” 
dx 


‚Par 
A&_ı 
= dx 


Die eingliedrige Untergruppe: 


DTYR 
brauchen wir gar nicht zu erweitern, denn die Gleichung: 
(a) p—-yr=0 


liefert uns bereits 3— 1 — 2 Invarianten und das Bogenelement 
«= dx. Die Invarianten sind: 


y %Yy+2=N:- 
Die übrigen lassen sich daraus berechnen: 
u RE pe ET PN 
Setzen wir hierin: 


k— 2 
Da-n, yM—41y%rD, NESTIEN. ; ) 


ya ln yerd, 
so müssen wir die Invarianten der eingliedrigen Untergruppe p, 
der @,, erhalten. In der Tat finden wir: 

(+1) 


’ 
Yı, 4% ---Yı 
2* 


20 G. Norn: 


Die dreigliedrige Untergruppe: 
DB YEG re 


liefert bei der Erweiterung die zwei neuen Gleichungen: 


(b) g+r=0, () r=0. 
Wir führen die Invarianten (A) ein: 

N... : 
(b’) at ea Ta 0, (ce) un 
also 

, of 
b Ber, 
22 re 


Wir erhalten die Invarianten: 
B 9, da =-U-9 Un i=l...n a=da. 
Führen wir die Substitution (I) aus, so müssen wir die Invari- 
anten der dreigliedrigen Untergruppe: 
Pr, At A 
der G,, erhalten. Wir finden in der Tat die Invarianten: 
TAN 9) 
Die viergliedrige Untergruppe: 
p—-yr, qtar, nr, xq 


liefert die neue Gleichung: 


(4) 2g+g—0. 

Bei Einführung der Lösungen (B) geht (d) über in: 
(d‘) =. 

Wir erhalten als Invarianten: 

(C) Dr ZI ...n, Se 


Führen wir die Substitution (I) aus, so müssen wir die Invari- 
anten der viergliedrigen Untergruppe: 


Pr Ah tr u ih ts 
der G,, erhalten. Wir finden in der Tat die Invarianten: 
IRRE SS 
Die fünfgliedrige Untergruppe: 
p—-yr, q+tar, r, 29, xp — yq 
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erweitern wir bis zur zweiten Ordnung, dann können wir 
3+4—5=2 Invarianten erwarten. Wir erhalten die neue 
Gleichung: 


KR FRI TERF VRZIE 0 
() 22 —yq— 2y ag — 3y"q’ — er — 2e”r tal =0. 
Wir führen die Lösungen (C) ein und erhalten: 
’ of "q „ K of 
(€) d 58, + 3y +24 597 ee: 
Wir erhalten die Lösungen: 
B „ 
(D) D, ar ya % = FE do De Y vr 
Daraus lassen sich die übrigen una berechnen: 
AD 3", —y"B | 
Vi . '-u-;D BET =—-3D8%. 
Ferner wird: 
a _ HUN) 2Y U 
are 3,7 Hr1- sh, 
ebenso: 
ar, By yV-ayr  yV 
ae TURN 1 
do 39? yo? 35 WW. 
Allgemein erhalten wir die Lösungen: 
B YW; yerd 2 
Dd, = iR ar a area Dan 2. # 7% 
Yy Yy y3 


Führen wir die Substitution (I) aus, so müssen wir die Invarianten 
der fünfgliedrigen Be ree, 
?, ht m sah tan HAN 
der @,, erhalten. Wir finden in der Tat die Invarianten: 
IQ) 
BURN. 


un 8, 
AT 
Y, 2 


i=4:..n, do=a:y, 
Die sechsgliedrige Untergruppe 
p—yr, ga+tar nr 29, © —y9, pP 
erweitern wir bis zur dritten Ordnung. Dann müssen wir 
3+6—6-=3 Invarianten erhalten, von denen aber die eine 


sich ohne Integration finden lassen muß. Wir erhalten die neue 
Gleichung: 


22 G. Norr: 


yp Kor, y?gq— 3yYyV ad — (Ay’y + 37) g— yer' abs 
BORRL: VIEH dd TRITT VIRSTH LIE IR [A v 0 
— (2y’e” + y’a)r" — (Bye +3y 2 +Yy 2)r + yet =0. 
Addieren wir hierzu die mit — y’ multiplizierte Gleichung (e), 
so kommt: 


(f) (y Rs xy’)p au yy'q + y?gq PR sygd er y'er” 
Be (342 + y'z Pe 0. 

Durch Einführung der Lösungen (C) geht (f) über in: 

’ „ ‚m [24 of vr „ of 
(f‘) Sy Ar Y Ba, + W 8, + 3% a, 9 
Führen wir endlich die Lösungen (D) ein, so erhalten wir: 

„ of of ep 
(€) Dt +3 + I 9 
Wir erhalten die Lösungen: 
(E) D, 5; D, >= 3%, = DR, ; D, == 8; re: Ds; do. 
Es wird: 

dd 

7 <= By er DR je =D, 


das heißt, D, können wir ohne Integration finden. Ferner wird: 


dD, AR, ) d 2 d 3 
Ay ıgb__,R-,-28,(,-5)-D,, 
endlich: | 

AD, 


13 -3d, 4395-38), 5 —38,. 


Führen wir die Substitution (I) aus, so müssen wir die Invarianten 
der sechsgliedrigen Untergruppe 
?, ut  3Uhtn Ar Nm AHAFt FEN 
der @,, erhalten. In der Tat finden wir die Invarianten: 
%=5Ki —3K, usw. 
Die siebengliedrige Untergruppe 
p—-yr, atrar nr ©g, 2P—yg, yPp, xmp+yg+t 2ar 
erweitern wir bis zur dritten Ordnung, dann können wir3+6—7=2 
Invarianten erwarten. Wir erhalten die neue Gleichung 


cp + yq + 9zr — FR 2y ga + ES PZN u 2 
oder, wenn wir davon (e) subtrahieren, 


(g) yq + ya+ y'a’-+ ya” + 2y" + 2er 7 2’'y”’ 2; 0. 
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Durch Einführung der Lösungen (C) geht Gleichung (g) über in: 


4 ö ERS ER, nn, [224 0 0 
(g‘) Bu ty” +94 3% ee el) 


Wir führen die ge, ) ein und erhalten: 


„ of of 
(8) 2,55 + 575, ne ze 
Führen wir endlich die Eng (E) ein, so kommt: 
m of af 
(e”) 2,58, + 978, er 
Wir erhalten die Lösungen: 
(F) D;; ” : . - do. 


gr 2 a2 
D, D 
Daraus lassen sich die übrigen Invarianten berechnen: 


dG 
on: 2,” =6, ee 
= 


a wird: 


e—3 


=D:D?, D,=@,;, 


dH, > 
2 = 3, +3, =D’ %. 
Allgemein wird: A 
JH; == D, > 35 . 


Führen wir die Substitution (I) aus, so müssen wir die Invarianten 
der siebengliedrigen Untergruppe 
P, Aut m ih ta AN 
yıPı Zr ER mr+2Yy4+ yQ 

der @,, erhalten. In der Tat finden wir: 

BR _y_4b 

FE =M- 7 usw. 

Die zehngliedrige Gruppe liefert uns noch die drei neuen 

Transformationen: 
zp—ylaptyatzr), za+z(ap+ya+ter), z(ep+yqa+ er). 
Wir erweitern bis zur fünften Ordnung, dann müssen wir 
3+10—10=3 Invarianten erhalten, von denen sich die eine 
ohne Integration finden lassen muß. Wir erhalten die drei neuen 
Gleichungen: 


24 


(«) 


() 


02 


G. Norr: 


(2 — ay)p — ya — year + (ey? — yy — ye)g 
+ (3u0y’y" — y’2" — 2y"2’)q" + (Aay’y + Bey? + yy” 
+ 3y'y" — y’e — 3y"s — 3ye’)a” + Bay yT 
+ 102y’y7 + 244 Sy y re er 
— by" 27 — Ay) + (bay’y' + 15ay’yV + 1004” 
+ 3yy® + 15y’y'Y + 30y'y Ye Dog le 
— 10ylY2” — ByYe’)gq’ + (ay’e’ — ya — 2 d)r' 
+ (2uy’2” + ay”2’ — y"2 + ya’ — 32’e)r + (Bye 
+ 3x0y"2" + ay” 2’ + 2ye” + 3y2" — ya — Are” 
— 32”) r” + (Aay’alY + 60y”2” + Any” + ayVz’ 
+ 3yeV + 8y’2” + 642" — yıYz — 52/2 — 1022 )rV 
+ (Say’z2Y + 100y" 2 + 108y”2” + BaylYz” + ayNe’ 
+ 4y2Y + 15y’/lY + 20y”2”’ + 10y”’2” — yY2 — 6272V 
— 1522 — 102 dr + (2’ — ay’ — art —=(. 


— op — (xy + 2)q — 1:7 + (xy — y— eg + Bay’ — 2”)q” 

+ (529 + 39" 2)g” + (Toy + 897 — AN) 

+ (92y + 159° — 2Y)Q’ + (we — 2)r + 3802” 

+ (522””+32”)r + (Tal + 82) + (Ina + 152) V 
of 


— ep — yeq — edr + (ay'z’ — yz)g’ + (ay’2” + 2ay”z’ 
— y2’ + y”z)g” + (ay’2”” + 38y"2” + B3ay”2’ — ye” 

+ 3y"2’ + 2y”"2)g” + (eye + Aay"2” + Hay” 

+ dayYa’ — ya + 6y"’2’ + 8y”2’ + 3yVz)g N + (ay’zY 
+ 5ay’aY + 102y”2” + 100ylY2” + BayYg’ — yeY 

+ 1042’ + 2042” + 15 Ye) + AyYz)g’ + (82? — zz’)r' 
+ 3822er" + (An2’2”’ + 302”? + 322” + ze)” 

+ (dx2’2Y + 1002”2”’ + 2220 + 82’2””’ + 62”) rV 

+ (6022 + 1502’ + 1002”? + 322 + 152’21V 

+ 302”2YrV — (82 + ut —=0, 


Um diese drei Gleichungen zu vereinfachen, beachten wir 


die Gleichungen: 
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(a) P— yr — y'r" —y' rt — yyırY — yYN=0. 

b) + r'=0. (OR (d) za +g=0. 

ag eye Ayla” - By byYg‘ 
— er" — 2er” — 3er — AlrV — Hr + 2 = —(. 


22 m URS ELH 


(y— ay’)p + yy'a + ya’ — 3% _ 1oyryrg 
— (15y”’yN + 10y’N)gY — BI, (3y"2" + y” er” 
— (692 + Ay’a" + ya eV 
— (10y’2Y + Bu 2 +5 Hy) = 0. 
le han AL a De a EN a a 
+er ter" +2" Ha Le V = 0. 
Addieren wir zu («) die mit x multiplizierte Gleichung (f), 
die mit — z multiplizierte Gleichung (a), die mit xy’ — 2’ multi- 
plizierte Gleichung (e), die mit — yz’ multiplizierte Gleichung (b) 
und die mit % multiplizierte Summe von (e) und dem Doppelten 
von (g), so erhalten wir: 


By ED + We yy)g + we ya” — yyN)a” + 
da yeradays uun)gd + 
Ay yo to rsyy u )gH+ 
+ (yY2’—10ylY 2’ — 104” 2 — 5y” al — y’2Y4+ 30y'y + 

ya )g’ + (year Flye + 3yE — 
22 — 32” + (ya + 8y’2”’ + 642 — 2’ — 
di  10gr Er 4 (yeY + 15y/aV + 20y’2”” + 10y’” 2" — 
— 2’2V — 152” 21V — 1er = 0. 
Addieren wir zu (ß) die mit 2% multiplizierte Gleichung (e), 
die mit 2 multiplizierte Gleichung (b), die mit y multiplizierte 


Gleichung (d) und die mit 2% multiplizierte Gleichung (g), so 
erhalten wir: 


pP — (au + 7)0’ (ey +) Hay" —ay” ea + 
abe (84 Ei xy! a ara r (15 y!Y ner xyN N ar )g“. ip 
+ ner + we” rt (02 + 32)” + (ae +82) + 
+ (22 + 15.) = 0. 


Addieren wir zu (y) die mit #2’ zmultiplizierte Gleichung (e), 
die mit y2’ multiplizierte Gleichung (d) und die mit 22 multi- 
plizierte Gleichung (g), so erhalten wir: 


©) 


(h) 


() 
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en — ay'n'g’ + (wy’a” — aye— yet) rt yet 
+ 30y"2” — ay” 2 + 3y" 2’ — ye)d + (ayet + 
+ Any 2” + bay” a” — ayYe’ + 8y" 2’ + 6y"et — 
— ya) IV + (ay’eY + Say” + 100y2T + 
+ 102ylY2” — ayY2’ + 15y1Y2’+ 2042” + 109727 — 
— yaY)g’ + ae" r’ + (ne’2”’ + 302”?+ 322) + 
+ (we’2Y + 1082” 2” + 82’2’ + 62’) + ee 
+ 1522” 2IV + 1082”? + 152’ + 3022) = 0. 


(k) 


Führen wir in die Gleichungen (h), (i), (k) die Lösungen (C) 
ein, so erhalten wir: 


Ua’ + U 3y)a’ + U 8y)eT + RE 15 Ya’ — 


; 3 U - 154, ; 30. 


IIUTT. „ aaner 


(y" Pa LOEN Yy2 ya Hy P —3y 2 [4 Ye’+3Yy y" —yy )d + 
er Br RR, bye” — 4y’a — Y ann by’ Bm 8Y'Y Re 
er yyNY)gN+ (yY Bose 10y!Y2” Ka 104” 27 — hs 


3% ve 7 a Be + 
ar (3%, BE 2" 8, ey "a + (8y’ RE az Rt 


— END, — 42 — 62’ A U) a Rn (15y’A,+ 20, Br 
+ 10y U, — 2 BB — 5214, — 102”, ir 102’ X,) al, 
(zy’2” REN xy eg — y£ iR “u (zy’2 m — 3xy”a” — ya’ + 

—- 3y" 2 —yea)g” + (xy VL 4acy ed + bay” — 


Wr ayNg’ el 84" 2’ El By” NE yalY)gV Be (2y’ ge + 
4 Bay eV 4 1020y” 2’ + 100y\ 2” — ayYe’ + 15% Wr 


VEIZEFT, FEREIEN V „ of 
() + 204° 27 + 10y7 2” — yaY)g’ + 82 dt 
+ (ne 8, + 302” U, + 32 Wr + (nV 8, + 
+ AA + 6 N, + SU, + 6A u) + (028, + 
4 
+52 U, + 1022’ A, + 1082’ U, + 152’ + 
+ 202” 4, + 102” Bun) 


of 
2) 7, 
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Addieren wir zu (h’) die mit 4° multiplizierte Gleichung (i’), 
und zu (k’) die mit x multiplizierte Gleichung (h’), so er- 
halten wir: 


Ba +u"B 1-34 EN) Hy DB, — by" — Ay" a” + 
+ 6y’N)gY + (yYB, — 10y1Y2”’ — 10472 — By’ + 
Ben „ in [220 "X of „ 
(W) + 30y’y’’)Q’ — Bl er + 32 L)aact +(6y" 4, — 
pe a A Pr: RE nr + (20y’ 4, ä a = 
fi) 


ua’ + (Yu 3A) + Yu EU 6y" U) + 
+ WU 157 U — 209” U — 109’ U) — U ya — 
— (SAL, + - (5A, + 30) = 0 


Addieren wir zu (k) die mit — X, multiplizierte Gleichung (i'), 
so erhalten wir: 
BU FEUGT FE HEH MT + BU + 


) + Ay ar + 10," U,)0Y + 6U - or + 304, U, AR, 
294, O4, 

In (h’), (i‘) und (k’) führen wir die Lösungen (D) ein und 

addieren zu der ersten dieser drei neuen ee, die mit 


— D, multiplizierte Gleichung (g”), und die mit 5; ; multipli- 


WZL 
zierte Gleichung (f”), welche die Form haben: 


Se 


+10 > + (158, El. == 
of 7 7 
7 2, He ung, 2 da - 2 — 
(8 I ee = 
=(. 


= and ler 


®) 
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Es wird: 
U Dt (Er - RD) + 
+ (6 + DEM HIER Dg + 
BI) + (20 +10; + 2, Ge +5 7 ar 
+10, 8, — 3) — 2) + (6 +45; 8,— > 
+ BO, +58, — 394 HR = 3) =. 


Da +2 + O5 +5) + rt 
+ 1 + (55, +5, ++ 
+3 RB) gut IR A2ERA IHRE) 


+58, + 3ER HE) — Be; a5. 


Na + a, + wa AD, - 
e: 10m (505% HE + + 
(E30 — Sp L ODER, +3Dd, Eu — 
gi 18%) 7%. + ED GR + 3D, GR, — 35) — 60, — 
EI 30) 2 Be Ha. Bin um 
Wir addieren zu (k) die/'mit — D, mulun 


chung (i”) und zu (i”) die mit %, multiplizierte Gleichung (g”) 
und erhalten: 


Dia + Et Out a) a 5 
(i) er ++ 58% want + 
+ (88, + So, — 3) 8 +58, + 5 — 
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we +HED +) TE, 
(k”) =E BD, 5x + (8D,8, + a + (15Dd,K,+ le ht 
7: 108) — 0. 


In (h”), 4”) und (k”) führen wir die Lösungen (E) ein 
und erhalten: 


of of 
2 ya, + 9? 135; +22, DR +28, dt 


hi + ADD, — 262, — 14902) +(18 + 129,),C En 


a 15D, 55 —0, 


wo 
Ah 7RAt UA, 4,= 8,8, 
Dre + Ad 3% — 2, 20) 0, +25 Beza, + 
1(9%,D, AD. 228, + @u9 + 52, > 
26 
4, 5 RA; — A A) = BE © An 4D,) — Dr An 
sen, - 1m on) 


6”) 


( — 3015, +20, 8 + (59,2, Rd); 7 
k”') 5 
ED + Od, 5. — 


Wir bilden 3G) — 8, m) und erhalten: 


07 


® DR + (82 — — 38, 9,) 4 +29, Dur dh 


er) +@UD, +62, is nun n 


= DR By innen 


= JE 

Führen wir nun endlich noch in (h””), (i””) und en 
die Invarianten (F) der siebengliedrigen Untergruppe ein, so 
kommt: 


30 G. Norsk: 


0 ö 2 
Ge, +40, + = dee ae 


(HY))  +(86 + 246, “ 32H) + (906, + 3H,) 


ea oc, a: +46 Gage + (50,6, oe — 
120) „+00 G, + 306, — 146, En 


Vest 
+(2, H,— 10 +66 H,— 1086, H,— 2 “ 
of 
g, er s = U. 
öf of 
nn +26 +6,45 TCHpLE ut 
(kV) 06 7 1 


a 90 — 0. 


(k!V) liefert uns die Lösungen: 
GC; M-3G+20,05;5 M- A Zn 
M,=30, +68, +596G,;5 N, =306,6 +8: 
Führen wir diese Lösungen in (h!Y) und (i!Y) ein, so erhalten wir: 


of 


Ge + 5M, pr > De 
HN) am -36— AG); + (3, + 30M,) 
6 of 
en > 


16,0 + M — 18C}) za; re 


genen Be DR) zn, + a0, 
INT 300, ac. + EM) ar + (36,5, + oa + 
+ 108, N, — 18M, — 5406, — 1806) 2£ 


of. 
— G,:deo- Hehe =em: 


Wir bilden G, : (hY) — (iV) und erhalten: 
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BER par +48, Dr — Ran, Ba a 


G*) 


(iY) liefert uns die Lösungen: 
G; BB =4M, - Mi; = Mi +16Q2N; de; 
EET20 GEM, 3265.02 
Führen wir endlich noch diese Lösungen in (hV) ein, so er- 
halten wir: 
Aa + (10P, — 62465 — 336 pe 
„VI 


d 
+09, 57861-384092. 1190, 27 en, 


Wir erhalten als invariantes Bogenelement unserer zehngliedrigen 
Gruppe: 
ds= Gr :.deo 
als Invariante vierter Ordnung: 
" Q,— 288 65 + 192} 
JE 
erde 


als Invarianten fünfter Ordnung: 


P,— 312; +168@3 , % 
J; = GR et) K= Er 3 


Hiervon läßt sich J, ableiten aus J,, denn es wird: 


d J, Ber te 

ds Js; 
Würden wir die Invarianten bis zur Invariante J, bez. J; be- 
rechnen, so müßten wir durch geeignete Kombinationen mit Hilfe 
der Substitution (T) die Invarianten der größten irreduziblen 


Gruppe von Berührungstransformationen der Ebene erhalten. 


In den @,9,2,9',2’- - lautet ds folgendermaßen: . 
y'r'— ya'y.de 


ne 
Ten trn® 
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J, hat, ausgedrückt durch die Lösungen (F), folgende Form: 
1 _ 864 2% 6,)’+16640 — H,)— 2880341926} 
4 ar 
oder durch die Lösungen (E): 
SD, D, + 22,9)? + 16D4D — DIE) — D, (28885 — 1920) 
DO, 9 
In den x,9,2,y',2’--: wird J, ein Bruch mit dem Nenner 
y"- (xy 4 2’ Bi y) (y"r” — y” A 5 


und dem Zähler, unter Vernachlässigung des Faktors 3 (nach 
Potenzen von xy’ + 2’— y geordnet): 


(ey’+ 2° y)’- [8y"- vr ya) 
gt ENTE) UT EEE 
+ ag + 8) "ee 
— 16y"(ay” +2”) (y 2" — y”2”) + 16(y”2” — ya)? 
u ady ya er 60y" (ey +2)". rar y'z)". 
J, hat, ausgedrückt durch die Lösungen (F), a Form: 
FA 120, EL 0 GEIL 34, 0,6, NEE 
3 


J, = 


oder durch die Lösungen (E): 
7 _ 2MOD,+MUD+SD,D,D,d, — IDD— 3122, D + 1689, 9 
a 2, 9% 
1 3 
In den x,9,2,%’,2’--- wird J, ein Bruch mit dem Nenner 
y. (2y’ = De y) R (y"2” — y" Far 
und dem Zähler, unter Vernachlässigung des Faktors 3 (nach 
Potenzen von xy’+ 2’ — y geordnet): 


(wy’ + 2’ — y)*- Lay” (yYet — y’er)(yat yet 
— 3y’(yYa” — ya) — Ay (yiya” — ya) (ya — y"z”) 
+ 4yY(ye — Ye)? + Slay’ +2 yY)ly”e” yet” 
 [yey” + re ya) Ty (oy’ Here 
+ U — yet isyr Wi — y'2)] 
+ 60y"(ay” a 2) (ya —ye). 


Druckfertig erklärt 13. II. 1904.] 


Lebenslauf. 


Ich, GoTTFRIED Hermann Nora, evangelisch - lutherischer 
Konfession, wurde geboren am 20. Mai 1879 zu Freiberg in 
Sachsen, wo mein Vater Öberlehrer am Gymnasium Albertinum 
war. Ich war noch nicht drei Jahre alt, als mein Vater starb. 
Ostern 1885 kam ich auf die Knabenbürgerschule zu Freiberg, 
welche ich Ostern 1889 verließ, um das Gymnasium Albertinum 
in Freiberg zu besuchen. Ostern 1898 bestand ich die Reife- 
prüfung und ging nach Leipzig, um Mathematik zu studieren. 
Im Mai 1902 bestand ich die Prüfung für das höhere Schulamt 
und wurde am 1. Juni 1902 vom Hohen Königlichen Ministerium 
der Realschule zu Aue zugewiesen, an welcher ich noch tätig bin. 
Für die mir während meiner Studienzeit in so reichem Maße zu 
teil gewordene Unterstützung durch Rat und Tat drängt es mich, 
Herrn Prof. Dr. EngeL meinen besonderen Dank auszusprechen. 


